EXEMPLA TRAHUNT...
STEFAN ZNAM, Bratislava

V poslednom case sa mnoho hovori o aktivizacii stredoskolskych profe-
sorov V siivislosti s modernizaciou vyucovania matematiky. Myslim si, ze
ulohou strednej skoly je modernizovat nielen obsah, ale pristup k mate-
matike vobec. Profesor musi studenta intenzivnejsie viesi: k samostatnemu
matematickemu mysleniu a tvorivemu pristupu k jednotlivym problemom.
(V tomto smere zostava stredna skola viac dlzna ziakom ako po obsahovej
stranke. Tento fakt si kazdorocne overujem na prvom rocniku PF UK).
Takyto pristup moze u ziaka vypestovat len profesor majiici vlastne skuse-
nosti V tvorivej matematickej cinnosti. A tak sa dostava na scenu problem
odbornej vedeckej a vedecko-popularizacnej cinnosti stredoskolskych
profesorov.

V minulosti nebolo raritou, aby stredoskolsky ucitel bol siicasne vedec-
kym pracovnikom. Dnes sa s tym stretavame velmi zriedka. Myslim preto,
ze nebude bez uzitku napisat o vedeckej praci RNDr. Pavla Bartosa,
ktory nedavno oslavil svoju sedemdesiatku (pozri clanok: Pan ucitel,
PMFA, cislo 3, 1971). Jeho cinnost je dokazom toho, ze stredoskolsky pro-
fesor moze (aj pri dnesnej lirovni vedy) byt siicasne aj vedeckym pracov-
nikom. Jeho priklad nie je celkom typicky, pretoze vacsinu svojich vedec-
kych clankov napisal uz ako penzista; avsak priprava na tuto pracu —
stiidium vedeckej literatury a pisanie metodickych clankov — sa odohravala
este za jeho aktivneho ucitel'skeho posobenia.

Pavel Bartos pri spominani na zaciatky a impulzy k svojej vedeckej
praci hovori: ,,Na celostdtnej konferencii o elementdrnej matematike, ktoru
usporiadala Jednota ceskoslovenskych matematikov afyzikov v Brne roku 1959,
nabddal akademik V. Kofinek stredoskolskych matematikov k vedeckej cinnosti.
Ako vhodne partie pre nich odporudal kombinatoriku, elementdrnu teoriu
clsel a viacrozmernu elementdrnu geometriu. Pravdepodobne nie je ndhoda, ze
moje prdce su zamerane prdve tymto smerom.""

Vedecke prace P. Bartosa mozno rozdelit do troch kategorii.

A. Najbohatsia je jeho cinnost v elementarnej geometrii. Prace sii pre-
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vazne venovane geometrii simplexov v w-rozmernom euklidovskom pries-
tore En ([4] az [10]).

Simplex v je prienik w 1 polpriestorov. Rovnice opornych rovin
pritom mozno normovat tak, aby spominane polpriestory boli urcene ne-
rovnicami

e — djen™n =h h= no1

Pomocou nezapornych parametrov mozno tieto nerovnice zapisat
V tvare rovnic

e — djciXi djcnXn -+ k — gk ~ 0 h)
pricom lubovolna w-tica tychto rovnic tvori linearne nezavislii sustavu. Ak
Z nich vylucime Xn, dostaneme rovnost

®11  ®12 « din dn di2 .. diTl hi

— A
dn\ dnz +dnn  Qn dnl dnl +dnn hn
dn+i 1 dn+i2 +++ Ctn+in Qn+l dn+ii dn+i2i++dn+in hn+l

Po rozvinuti determinantu na lavej strane podia prvkov posledneho stipca

M+l

N Bigt = A 2

1=1
kde Bt je algebraicky doplnok k prvku gt. Z rovnice (2) vyplyva (pozri [4]):
prienik polpriestorov (1) je simplexom vtedy a len vtedy, ked pre lubo-
volne i = 1 plati

sign Bi = sign A ™ 0.

Predosle poznatky sa v praci [5] zovseobecnuju na konvexne m-steny
v En, pricom m ~w + 1. V tomto pripade mame m —n rovnic (tzv.
charakteristickych rovnic m-stena)

dn di2 SdiTl 2§ di dn < din hi
dnl dnl «dnn T dnl dnl «dnn hn
dn+kl dn+kl1 + dn+kn Qn+k dn+kl dn-+kl + +dn+kn Dn+k
pre k=1, 2, m —n. Z tejto sustavy vyplyvaju nutn4 a postacujuce

podmienky, aby prienik m polpriestorov v En tvoril konvexny w-sten
(tieto podmienky sii dost zlozite, preto ich tu neuvadzame). Pri tomto
probleme sa objavil aj jeden vysledok patriaci do teorie determinantv:
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je urcena nutna a postacujuca podmienka (tiez dost zlozita) na to, aby sa
dany determinant D dal ,,transformovat” tak, aby prvky urciteho riadku
(alebo stipca) boli kladne, kym ostatne prvky a hodnota determinantu sa
nezmenia.

V praci [6] sa pomocou opornych nadrovin simplexu v En (ktorych rov-
nice normalizujeme a volime tak, aby gc ~ 0) je urceny polomer g hyper-
sfery vpisanej do simplexu

A
N |_I+r
1 Bt
{A a Bi majii ten isty vyznam ako vyssie) a polomery qj hypersfer pripisa-
nych simplexu a takych, ze sa dotykaju prave jednej steny zvonku

Qj nr.l B 28;

Pre tieto polomery plati vzfah
%—1_ 1
Q i=i Q
je to dobrc znamy vztah v E2.
lalej je odvodeny vzorec na vypocet obsahu V (w-dimenzionalneho)
simplexu v En
A
V= ! A .
mn—1)! IBIB? ... Bn+i

a(m 1) dimenzionalneho obsahu jeho stien

1| AMAB

_ i
= oi—1)! [BIB2 ... Bntl D2 et

v}

Tieto vztahy umozhuju polozit zaklady zovseobecnenej trigonometrie.

V praci [7] sa dokazuju zovseobecnene Euklidove vety v tzv. pravo-
uhlych simplexoch v Ent1 Pri vhodnej volbe kartezskej suradnej siistavy je
pravouhly simplex urceny ako prienik polpriestorov

Til = Xi ™~ 0, 712 — X2 , Tin — Xn 7tn+i = —diXi — ... —
—O'nXn + & ™~ 0

pricom | (ui, ..., a,) | =1, Ui, ...,an,b > 0.
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Steny leziace v rovinach Xi =0, ..., Xn — " sa nazyvaju odvesny, ich
spolocny bod sa nazyva vrcholom (priestoroveho) praveho uhla, stena
V' poslednej rovine je prepona simplexu. Rovina

a2xXi  aix2

JA
12 J/af + a

prechadza priesecnicou rovin tti = 0 a jr- = 0 a je kolma na preponu (aj na
ostatne odvesny). Rovina ni,2 rozdeli simplex S na dva simplexy S' a 8".
Spolocna stena S' a 8" lezi v rovine 7i\,2 * nazyva sa vyskovou stenou S.
Odvesna v rovine tii lezi cela v simplexe S' odvesna v 7t2 zase v 8". Ostatne
odvesny a preponu rozdeli vyskova stena na dve casti (jedna lezi v S’
druha v S"). Pre obsahy tychto casti V'j a FJ plati

) i=3 ..,w+1

Pomocou vyssie uvedenych vzorcov pre obsahy mozno dokazat Euklidovu
vetu o odvesne

P? + 1 PP = P«+iPW, Vi+E V)V: = Vnhv:,, (3)

j=3 j=3
a Euklidovu vetu pre vysku

rh+ E 1V, = 1,0,

kde Fi- je obsah vyskovej steny. Pre n — 2 sa, siicty na lavych stranach
zrejme rovnaju 0. Scitanim rovnosti (3) dostaneme Pytagorovu vetu
Pf+---+ P/N= P/

V praci [8] je definovany pojem w-hranneho uhla v En a jeho sinusovej
funkcie. w-hranny uhol y v je prienik n polpriestorov

m = anxi + ... +ainXn—h ™ 0, i=\, ....n
pricom rovnice jri = 0 su linearne nezavisle. Potom

an .
siny >0

Da sa dokazat 0 < siny ™ 1, ked i? je priestorovy pravy uhol, potom
sin R — \. Ak oznacime (pijc uhol dvoch nadrovin m a n/c, potom plati
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1 cos 912 + . cos 99i,
simty = cos %912 1 €0s (p2n

cos cpin  cos (P2n 1

7i defimcie syinbolov Bi vyplyva: | Bj\ = sin yj, kde yj je tzv. vnutorny
uhol simplexu, a tak z vyssie uvedenych vzorcov pre obsah stien dostavame
sinusovu vetu pre simplexy

Sy konst. il =1, 1
V pravouhlom simplexe sa vyssie spominana konstanta rovha— , a tak
tu plati
V
' 1, ..,n+1
F.

Pre w-rozmerny obsah simplexu v En sii odvodene rozmanite vzorce.
Na vzorce zname v Ei upominaju tieto
n—1
F - To — 1! FIF2 ...Vn sin yn+i

-1

= j{n— 1! F+isin71 ... sin
F n sin yn+i I )

(v tychto vzorcoch mozno indexy cyklicky permutovat),

V praci [10] je odvbdena kosinusova veta pre simplexy: Nech ("I, *W+l)
je lubovolna permutacia cisel 1, 2, ...,% + 1

Potom pre Tubovolne t plati

VI+ ...+ vI+2 Y. ViVi. cos ft,,, = Ft. + ... + Ft, +
i<kn™l
+ 2 X "~OFj, cos
i<*"i
pricom znacia uhly vonkajsich normal stien Vij a Vt.

Do elementarnej geometrie zapadaju aj clanky [1], [2] a [3].
B. Prace z elementarnej teorie cisel. RNDr. Bartos sa venoval rieseniu
a stiidiu jedneho specialneho typii diofantickych rovnic

1 1 a

W e T BO= ®
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Tato diofanticka rovnica bola stredobodom pozornosti matematikov uz
V minulosti, ale aj v dnesnej dobe sa jej venuje rnnoho vyznacnych mate-
matikov (Schinzel, Erdos, atd). RNDr. Bartos sa venoval hlavne pri-
padom n = 2 a 3. Nasiel siivis medzi riesenim rovnice (4) a siistavy dio-
fantickych rovnic

Xi Xn = ttiXi i= ...,n
{at sii cel” cisla). Ak a = b, potom (4) prejde na tvar

1
Xi

Tato rovnica sa nazyva opticka rovnica. Opticka rovnica ma vyznam aj pri
rieseni problemu pokryvania mnoziny vsetkych celych cisel konecnym
poctom aritmetickych postupnosti. Extremnym riesenim rovnice (5) sa
nazyva 7i-tica zadana rekurentnym vztahom Xi = 2, Xk = Xi ... x\-1 + 1
pre k=2, ..., n—1 Xn = Xi ... Xn-\. V cMnku [18] je dokazane, ze toto
extremne riesenie je rieSenim aj rovnice

+ .+ 1 S)

2 + 3?2 + xjxl + ...+ x™oxE = Xi.L Xn-i{xn + 1)

Clanok [11] sa zaobera tzv. prolongabilnymi rieseniami rovnice (4),
v ktorej a = 1. Prolongabilne riesenie je definovane takto: Ak existuju

postupnosti prirodzenych cisel {cj}’[‘)0 a ” tak, ze

X Cl Xn—l — Cfini — Cji dy )

je riesenim rovnice (4) (pri a = \) tak (6) sa nazyva (pre lubovolne n)
prolongabilnym riesenim.

V clanku je ukazany algoritmus na najdenie vsetkych prolongabilnych
rieseni tejto rovnice. Pocet rieseni s rastucim n sa prudko zvacsuje. Pri

=1(=0,1 2, ..) dostaneme tzv. extremne riesenie. V dodatku prace
su vysledky zovseobecnene pre rovnicu (4).

V clanku [17] sa zovseobechuje diofanticka rovnica xy{x* —y") = 1*
(ktora nema riesenia v prirodzenych cislach; ako je zname, suvisi s Ferma-
tovym problemom: urcit pytagorejsky trojuholnik, ktoreho obsah je
stvorcom celeho cisla). Su urcene vsetky riesenia rovnice

XylpeMY. 5o ——\)my2kn' ]t —

pre k- 1,2, m =1 2 lalej je dokazana existencia takeho prirodzeneho

cisla k  k{m), ze pre t > k{m) rovnice
ay(@;2*w — =m, o ~

nemajii riesenie v celych cislacli.
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C. Okrem spomenutych dvoch oblasti sa vedecka cinnost P. Bartosa
dopina este rozmanitou paletou dalsich vedeckych vysledkov. Su to prace
z kombinatoriky ([14], [15], [16]), ako aj z aplikacie matematiky ([23], [24]).

V tychto oblastiach P. Bartos spolupracuje s viacerymi matematikmi
a inziniermi.

Tu srae sa zamerali len na vedecku cinnost. Nemenej vyznamna je vsak aj
pocetna skupina metodickych a didaktiekych clankov, ako aj spoluprace
na tvorbe styroch stredoskolskych ucebnic.

ZvlaStnu kategoriu tvori clanok [22], ktory mozno povazovat za akysi
matematicky fejton. V tejto praci je pouzitim udajov z cestopisu Bengta
Danielsona; Bumerang (Orbis Praha, 1964) vypracovana matematicka
teoria zakazov manzelstva u jedn™ho australskeho kmeha. Prislusnici
kmena boli rozdelem do styroch skupm (a, h, c, d). Pri narodem bolo dieta
zaradene do niektorej skupiny, ktora sa urcila pomocou pomerne kompliko-
vanych mnozinovo-teoretickych uvah (medzi ktorymi sa vyskytovali:
utvorenie komplementu a prieniku mnozin). Tu uvedieme len vyslednu
tabulku: Ak x,y e {a, b, ¢, d}, tak symbolom xy oznacme skupinu, do ktorej
je zaradeny potomok z manzelstva x (muz) a y (zena); ak je manzelstvo
X a y nepripustne, oznacme xy = 0. Potom zakazy manzelstva a zaradb-
vanie deti do skupin mozno vyjadrit tabulkou

abocd
a 0 c¢c 00
b d 0 0O
c 0 00 a
d 0 0 b O

(v clanku [22] sa dodava prvok 0 a skiima sa to ako grupoid).

Tak ako v druhej generacii sii moznosti aj zakazy manzelstva medzi
bratancami a sesternicami, plati to aj v dalsich generaciach. Moznost
uzavierania manzelstva bola teda v niektorych pripadoch zbytocne obmedzo-
vana (co mohlo byt jednou z pricin vymretia niektorych kmenov). Na druhej
strane je z moderneho Wadiska nedostatkom tohoto systemu moznost
manzelstva medzi starymi rodicmi a vnukmi.

P. Bartos konci clanok takto: ,,Aj ked matematicky obsah rodinnoprdv-
nych predpisov nie je zlozity, neubera to nil na pozoruhodnosti tej okolnosti, ze
taka sustava bola pomocou teorie mnozin vytvorend ddvnymi predkami ndrodov,
ktore eSte pred niekolkymi desa(ro6iami zili na primitivnom stupni kulturneho
vyvoja.N'

RNDr. Pavel Bartos by velmi rad nadviazal kontakt s mladsimi stredo-
skolskymi profesormi, ktori by chceli kracat v jeho sfapajach.
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Pri tejto prilezitosti treba spomenul:, ze prave v tomto nasom casopise by
zacmajuci autori mohli uverejnovat svoje vedecke, ale aj metodicke clanky.

Nestoji teda nijaka prekazka v ceste tym, ktori prislovecnym vlastnym
prikladom chcu svojim ziakom ukazat vzor tvoriveho pristupu k mate-
matike.

Trahunt exempla?
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